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Abstract

Se consideran las analogias entre los sistemas dpticos y mecdnicos desde el punto de vista tanto de
la éptica de rayos y la mecdnica Newtoniana, como de la éptica ondulatoria y la mecdnica cudntica.
Se presenta la construccion de la formulaciéon Hamiltoniana de la dptica geométrica, asi como la de
un andlogo electromagnético de la ecuacién de Schrédinger estacionaria.

I. Introduccién

Las analogias entre los procesos de propagacion de la luz y la dindmica de sistemas mecanicos
han sido tema de interés a lo largo de la historia. En particular, el principio de Fermat, que
codifica el comportamiento de un haz de luz en el régimen de la dptica geométrica, conduce a
una ley dinamica, la ecuacién de rayos, que tiene una semejanza evidente con la dindmica
Newtoniana [Evans 86]. Una de las ventajas de estas similitudes es que su uso permite una
reduccion considerable en la complejidad matematica de muchos problemas de la 6ptica
geométrica en medios de indice de refraccién gradual. Por otro lado, a partir del principio de
Fermat es posible establecer una formulacién Hamiltoniana de la éptica de rayos, la éptica
geomeétrica en el espacio fase [Wolf 04], que describe la forma del rayo de luz en funcién de la
distancia a lo largo del eje éptico del sistema. En el régimen paraxial, es decir, en el caso en el
que la direccion del rayo no difiere significativamente de la direccién definida por el eje 6ptico,
este formalismo es equivalente a la descripcién Hamiltoniana de la mecanica clasica.

Las analogias entre los sistemas dpticos y mecanicos se extienden también al régimen de la
Optica ondulatoria y la mecanica cuantica [Dragoman 04, Longhi 09] debido a la equivalencia
formal entre la ecuacidn escalar de Helmholtz, que describe la propagacidn espacial de un haz
de luz en el régimen paraxial, y la ecuacién de Schrédinger, que gobierna la evolucién temporal
de una particula cuantica en un potencial de interaccién [Lax 75, Marte 97, Cruz y Cruz 15a].
Esta equivalencia se ha usado como herramienta para simular, por medio de sistemas dpticos,
multiples procesos que involucran sistemas cuanticos, tales como control coherente del
tunelamiento cuantico [Longhi05], oscilaciones de Rabi [Muga 06], colapsos y resurgimientos
cuanticos [Longhi 08], entre otros. Asi mismo, algunos formalismos de la mecanica cuantica
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han sido adaptados para la descripcién de procesos de propagacion electromagnética, tanto
en espacio libre como en dispositivos épticos [Gloge 69, Stoler 81, Deutch 91,van Enk 92].

El propdsito de este trabajo es abordar la equivalencia formal entre las leyes dindamicas que
gobiernan el comportamiento de los sistemas épticos y mecanicos. En particular, en la Seccién
IT se presenta la construccién de la formulacion Hamiltoniana de la éptica de rayos, mientras
que en la Seccién III se describe el andlogo electromagnético de la ecuacién de Schrédinger
estacionaria en el régimen paraxial.El trabajo se cierra con algunas conclusiones.

II. Formulacidon Hamiltoniana de la 6ptica de rayos Es bien sabido que los fendmenos 6pticos
asociados a la propagaciéon de ondas electromagnéticas de longitud de onda en el espectro
visible se pueden describir, en una buena aproximacién, considerando que la luz viaja en forma
de rayos que apuntan en la direccion del flujo de energia electromagnética. En esta descripcién,
la forma en la que la luz se propaga a través de diferentes medios dpticos queda determinada
por un conjunto de reglas geométricas basadas en el principio de Fermat [Saleh 07]. Un medio
Optico estd caracterizado por un nimero n, conocido como indice de refracciéon, que es la razén
entre la rapidez de la luz en el espacio libre y la correspondiente en el medio. Si el material es
no homogéneo el indice de refraccion depende del vector de posicién g. El tiempo que le toma
a la luz viajar de un punto P1 a un punto P2 a través de ese medio es proporcional a la llamada
"Longitud de Camino Optico" dada por la integral

LCO = n(q)ds

donde ds es el elemento diferencial de longitud de arco a lo largo de la trayectoria. El principio
de Fermat establece que los rayos épticos siguen caminos de tiempo minimo. Este principio,
expresado en la forma variacional 6§ LCO=0 conduce a la ley dindmica conocida como ecuacién
de rayos

% [ (q) i—g] = Vn(q)

Observe la semejanza de esta ecuacion con la seqgunda ley de Newton F= dpdt= - V V(q) para
una particula puntual con momento lineal p sometida a la accién de un campo de fuerzas F
derivable de un potencial V(q). Asi, en la ecuacién de rayos el indice de refraccién se puede
interpretar como el negativo del potencial dptico que determina la dinamica del rayo de luzy
la cantidad n(q) dg/ds como el momento lineal del rayo.
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Consideremos un rayo de luz representado por la trayectoria C (ver Figura 1) parametrizada
por el vector de posicidn q(s)= (x(s),y(s),z(s)), con s €R la longitud de arco a lo largo de C. La
derivada dg/ds sera un vector unitario tangente al rayo en cada punto q(s), excepto, quizas, en
algunos puntos aislados en los cuales la derivada no esté bien definida. De esta forma la norma
del vector de momento lineal del rayo esta asociada con el indice de refraccion (|p|=n(q)) y su
direccion con la direccién del rayo en cada punto de la trayectoria. El conjunto de ecuaciones

dq p dp
s Ipl’ E—vn(‘ﬂ

se puede escribir en la forma Hamiltoniana [Wolf04]

in . 5‘ dp; o a _ _
ds 3—P'H5(qxp'5)’ ds 0 H(q.p;s), qi =XY.Z, P; = Dx Py D

i i

con

Hi(q,p;s) = |p(s)|— n(q).
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p(s)
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5
a(s)
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Figura 1. Rayo de luz parametrizado por el
vector q(s). El momento lineal p(s) porta
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informacién de la direccion del rayo en cada
punto q(s)

La funciéon Hamiltoniana Hs es entonces una constante de movimiento que toma el valor de
cero sobre cualquier trayectoria real del rayo de luz. Ya que estamos interesados en la
descripcién de los procesos de propagacion en el régimen paraxial, sera util construir una
formulacidon Hamiltoniana en la cual el parametro de evolucidon sea la distancia medida a lo
largo del eje 6ptico, que en este caso escogeremos como el eje z. Asi, las ecuaciones dinamicas
toman la forma [Wolf 04]

dg; @ ap; _ d — =
Az 3—13'5 (qJ_:pJ_;Z}:E = — E H(q,p.i;2), =%y, p;= P Dy

L

con

QJ_ — (X(Z):}’(z)l pJ_ - (px(z)rpy(z}) F

H(q,,p,;z) = — [n*(q) — ps — P53 = — D2

Si suponemos que el indice de refraccidon no depende de la coordenada z entonces H(q.,p.) es
una constante de movimiento, es decir, que la componente longitudinal del momento lineal
del rayo p,=n(q.) cos [6,] con 6 el angulo entre el rayo de luz y el eje dptico (ver Figura 1),
se conserva. Este hecho se puede considerar como una generalizacién de la ley de refraccién
en medios 6pticos no homogéneos.

En la aproximacién paraxial se considera que el rayo es cercanamente paralelo al eje dptico, lo
que significa que la componente transversal de momento lineal del rayo es muy pequefa
comparada con la longitudinal. Considerando ademas la aproximacién de guiado débil, que
establece que el indice de refraccion es una perturbacion de un indice de refraccidon constante
n0O conocido como indice de refraccién de referencia, es decir, n(q. )=no+ An(q. ),(An(qL))*«1,
obtenemos

Boletin UPIITA, Afio 11, No. 054 (2016) mayo - junio



, @ oletin
DE LA EQUIVALENCIA FORMAL ENTRE LAS LEYES DINAMICAS DE
LA OPTICA CLASICA Y DE LOS SISTEMAS MECANICOS

|pJ_|2

2, — n(q,)

H(q,,p,) =

Note la semejanza de esta funcién con la funcién Hamiltoniana que describe el movimiento
bidimensional de una particula masiva. La masa optica efectiva del rayo es el indice de
refraccion de referencia y el potencial dptico es V=-n (q. ), en consistencia con la ecuacién de
rayos.

III. Andlogo electromagnético de la ecuacion de Schrédinger

Existen fendmenos de propagacion de la luz, tales como la difraccién y la interferencia, que no
pueden describirse en el régimen de la éptica de rayos. La aproximacion clasica mas precisa es
la teoria electromagnética de Maxwell que considera al campo electromagnético como un
conjunto de dos campos vectoriales acoplados, el campo eléctrico y el campo magnético, que
se propagan en forma de ondas. Bajo ciertas circunstancias la determinacién de estos campos
se puede reducir a la solucién de una ecuacién de onda para una funcién escalar que es una
componente representativa del campo electromagnético, es decir, una funcién a partir de la
cual se pueden determinar todas las componentes de los campos eléctrico y magnético. En este
caso, cada componente del campo eléctrico E(x,z) armdnica en el tiempo satisface la ecuacién
de Helmholtz

2 2

m E(X,Z} + E E(?C,Z) + k%an(x,E:} — U.r

donde ko es el nimero de onda en el vacio y n es el indice de refraccion del medio. En el régimen
paraxial, y asumiendo que se satisface la condicién de guiado débil n=ny+ An, esperamos un
comportamiento muy cercano al arménico en la coordenada z. De esta forma podemos escribir
[Marte 97, Cruz y Cruz 15a]

E(x,z) = F(x, z)etkom2Z,

donde F(x,z) es una funcién cuyas variaciones longitudinales (en la coordenada z) son mucho
menores que las variaciones transversales (en la coordenada x). Asi, al sustituir esta expresion
en la ecuacién de Helmholtz, podemos despreciar las derivadas de segundo orden de F con
respecto a z. A primer orden en An tenemos
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1O o LOF
2 k2ng 0x2 v 0 T T 0z

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion paraxial de Helmholtz y tiene la forma de una
ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. Si ademas el indice de refraccion es
independiente de la coordenada z, es decir, n=n(x), podemos escribir

F(x,z) = P(x)e Hoxz,

donde Y(x) obedece la ecuacidn de valores propios

1 9%y
2 kiny 0x?

— n()yY =g,

conB =a-ne=-n(x)cos 6,y 0 el angulo que forma el haz de luz con respecto al eje éptico. El
pardmetro  se conoce como constante de propagacion y es claro que esta asociado con el
angulo 0. Esta ultima ecuacion tiene la forma de la ecuacidon de Schrédinger estacionaria

h? 9%y
2m dx?

+ V()Y =E,

para una particula cuantica de masa m y energia E sometida a un potencial V(x), con las
siguientes identificaciones ko — h ,np0— m, z —» t,V — - n (x), B —E. En ocasiones es natural
suponer que la potencia P que porta el campo electromagnético estd concentrada en una
region finita alrededor del eje 6ptico (por ejemplo en los modos guiados en guias de onda o
fibra optica), en estos casos debe imponerse la condicién de cuadrado integrabilidad a la
funcion

P=| Wwwrd < o

Esta condicion no siempre es aplicable, por ejemplo, en los procesos de reflexidon y transmision
de ondas por un medio 6ptico, el comportamiento asintético de los campos en la direccion
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transversales el de ondas planas, que no son de cuadrado integrable. Por otro lado, las
condiciones de frontera del campo electromagnético demandan que tanto la funcién {, como
su primera derivada, sean continuas en una frontera entre dos medios épticos. Ya que estas
condiciones son andlogas a las condiciones de frontera que debe satisfacer la funcién de onda
de una particula cuantica, podemos decir que el problema de Helmholtz, en el régimen
paraxial, para un medio de indice de refraccion uniforme a lo largo del eje dptico es
formalmente equivalente a un problema de Schrédinger estacionario.

Como un ejemplo del tipo de sistemas que se pueden describir en este contexto consideremos
una guia de ondas 6éptica, plana, abierta. Este dispositivo consiste de un nucleo de indice de
refraccion n, que puede ser uniforme o gradual, rodeado de un recubrimiento de seccién
transversal infinita y de indice de refraccidon constante ng< n [Treyssede 14]. Segun la
identificacién V— - n (x), esta guia de ondas corresponde a un pozo de potencial de corto
alcance en mecanica cuantica [Cruz y Cruz15b]. Los campos modales asociados a la guia se
pueden clasificar en modos guiados, de radiacion y de fuga [Snyder 83, Treyssede 14]. Los
modos guiados son campos acotados asociados a constantes de propagacidn P reales y
numeros de onda transversales puramente imaginarios. Esto significa que los campos decaen
exponencialmente en la direccién transversal y oscilan en la direccién del eje éptico. El flujo de
energia en la direccion transversal (es decir, hacia el recubrimiento) es nulo y el campo se
propaga de forma perfecta a lo largo de la guia. Debido al confinamiento del campo en el
interior del nucleo, la constante de propagacién correspondiente se discretiza, lo que significa
que so6lo existira un numero finito de modos guiados. Los modos de radiacidn, por otro lado,
estan asociados a constantes de propagacion y numeros de onda transversales puramente
reales. Esto significa que los campos correspondientes seran oscilantes en las direcciones
trasversal y longitudinal. La existencia de estos modos es una consecuencia de la extension
infinita del recubrimiento. En el analogo cuantico de la guia de ondas podemos asociar los
modos guiados y los modos de radiacidn con los estados ligados y los estados de dispersién,
respectivamente, de una particula cuantica sometida al potencial de corto alcance
correspondiente [Cruz y Cruz15b]. Ademas, de la misma forma en que las particulas cuanticas
con energias particulares (energias de resonancia) se pueden atrapar temporalmente en la
zona de interaccidn, los campos de radiacion con constantes de propagacion especificas se
pueden capturar de forma transitoria dentro de la guia. Estos campos se conocen como modos
de fuga (leaky modes) y son soluciones a la ecuacién paraxial de Helmholtz con constante de
propagacion compleja que crecen exponencialmente en la direccién transversal y se atentan
en la direccién del eje 6ptico. Este proceso se puede interpretar como una onda en el
recubrimiento que es capturada por el nucleo de la guia y se propaga dentro de ella una cierta
distancia finita hasta que es emitida de regreso al recubrimiento. Estos modos estan asociados
a los estados resonantes del potencial de corto alcance [Cruz y Cruz 15b].

IV. Conclusiones
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Los sistemas 6pticos y mecanicos presentan analogias que estan basadas en la equivalencia
formal entre las leyes dinamicas que gobiernan el comportamiento de estos sistemas. Entre las
ventajas de estas analogias se puede incluir el uso de métodos matematicos, comunmente
aplicados para abordar problemas de la mecanica Newtoniana o de la mecanica cuantica, para
resolver, de manera simple, algunos problemas de la dptica clasica. Al mismo tiempo, debido
a la accesibilidad en el manejo de los sistemas Opticos desde el punto de vista practico en
comparacion con los sistemas cuanticos, la similitud entre estos sistemas ofrece la posibilidad
de disefiar herramientas de laboratorio, basadas en procesos 6pticos ondulatorios, para el
estudio de un gran numero de fendmenos en el ambito de la mecanica cuantica.
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